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АННОТАЦИЯ
Рассматривается распространение трещины, расположенной на линии раздела сред в составном кусочно-однородном материале. Под действием растяжения, приложенного на бесконечности, реализуется первая мода разрушения. Подробно анализируется случай, когда упругие характеристики материалов совпадают, а прочностные существенно различаются. Дано описание построения диаграммы квазихрупкого разрушения.
Ключевые слова: критерии разрушения, коэффициенты интенсивности напряжений, раскрытие трещины, диаграмма квазихрупкого разрушения. 
ВВЕДЕНИЕ
Для широкого класса задач о трещинах пока отсутствуют эффективные способы построения аналитических представлений точных решений. Приятным исключением является, например, представление точного решения в виде очень простого соотношения для задачи о трещине нормального отрыва в бесконечной однородной пластинке, находящейся в двухосном напряженном состоянии. Однако практический интерес представляют трещины в телах конечных размеров, но для таких случаев не существует замкнутых форм решений. Такие задачи сложны из-за граничных условий [1]. В [2] на основе вариационной формулировки задачи о распространении трещины с помощью техники гладких отображений областей с негладкими из-за наличия трещин границами получено асимптотическое решение. Однако эти асимптотические разложения не представлены в виде конечных простых формул, пригодных для практических вычислений. Еще более сложными оказываются задачи о трещинах в композиционных материалах. В [3] для траектории трещины в неоднородной среде с помощью оптико-физической аналогии и вариационного анализа получено аппроксимирующее нелинейное дифференциальное уравнение, решаемое численно. Однако предлагаемая там модель требует для кусочно-неоднородной среды с зерненой структурой применения аппарата обобщенных функций. Таким образом, вариационный подход редко предлагает конкретные рекомендации и алгоритмы расчета инженеру-практику 
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Рис. 1.
реализоваться, например, в результате сочленения металла с керамикой [7] или после приваривания нового участка трубы в изношенный трубопровод, прослуживший несколько десятков лет. Сначала исследуем простейший случай.
1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть в составной кусочно-однородной плоскости на прямой линии раздела двух сред имеется трещина конечной длины 
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. На бесконечности задано нормальное растягивающее напряжение 
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, действующее по нормали к плоскости трещины, то есть реализуется первая мода разрушения. Пусть в обозначениях рис. 1 узкая прослойка толщиной 
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 отсутствует, выполняются равенства 
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, а материалы верхней и нижней полуплоскостей отличаются только разными пределами упругости 
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. Исследуем напряженно деформированное состояние вблизи вершины трещины и построим модель для описания расслоения композита, предполагая, что трещина при продвижении не меняет свое первоначальное направление. 
2. ОПИСАНИЕ УПРУГОПЛАСТИЧЕСКИХ 
СВОЙСТВ МАТЕРИАЛОВ 
Так как 
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, то материал 1 окажется раньше материала 2 в условиях текучести. Один из возможных сценариев распространения трещины в металлокерамике для аналогичной задачи рассмотрен в работе [7]. Здесь, в отличие от упомянутой работы, используется другая модель [8–10], основанная на модификации модели Леонова – Панасюка - Дагдейла (ЛПД) [11,12]. 

В предлагаемой модели распространения трещины учитываются параметры классических 
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=1, 2 материала. Использована простейшая аппроксимация, представленная на рис. 2: 
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 диаграмма каждого материала аппроксимирована двухзвенной ломаной, причем на упругом участке модули упругости обоих материалов совпадают, то есть 
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. Существенными параметрами этих аппроксимаций являются параметры 
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 — максимальное упругое удлинение и 
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-ого материала. 
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Рис. 2.
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Рис. 3.

Параметры 
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 являются пределами упругости 
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-ого материала. Приближенные значения параметров 
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 диаграмме из условия равенства площадей 
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под графиком функции 
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 и двухзвенной ломаной. На рис. 3 показано построение точки 
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 диаграмме для первого материала. Так как 
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, то отрезок 1 ломаной является отрезком касательной к кривой 3 (графику функции 
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) в начале системы координат. Учитывая равенство 
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. Отрезок 2 ломаной строится параллельно оси абсцисс. Таким образом, по 
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 диаграмме исходного материала однозначно определяются значения параметров 
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 модельного материала. Отметим, что значение интеграла в равенстве (1) пропорционально работе деформации. 
3. ПРЕДЛАГАЕМАЯ МОДЕЛЬ РАЗРУШЕНИЯ
Предположим, что плоская трещина нормального отрыва распространяется в материале прямолинейно. Кроме реальной внутренней прямолинейной трещины-разреза длиной 
[image: image41.wmf]0

2

l

 введем в рассмотрение фиктивную трещину-разрез длиной 
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 и зоны предразрушения длиной 
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, расположенные на продолжении реальной трещины. Полная постановка задачи о распределении напряжений и смещений трещины нормального отрыва для упругопластических материалов относится к нелинейной механике разрушения. Эту сложную нелинейную задачу предлагается [13] существенно упростить: воспользоваться классическими представлениями линейной механики разрушения (ЛМР), когда фиктивная трещина нормального отрыва моделируется двусторонним разрезом, а нелинейность задачи связать только с описанием зоны предразрушения. Напомним, что согласно классической модели Леонова – Панасюка - Дагдейла (ЛПД) пластический материал зоны предразрушения стягивает берега трещины постоянным напряжением 
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 этой зоны полагается равной нулю. 
В модели ЛПД [11, 12] поле нормальных напряжений 
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 на продолжении фиктивной трещины можно представить в виде суммы двух слагаемых (начало декартовой системы координат 
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 согласовано с правой вершиной фиктивной трещины)
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где 
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 – суммарный коэффициент интенсивности напряжений (КИН) в вершине фиктивной трещины, 
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 – КИН, порождаемый напряжением 
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 – КИН, порождаемый постоянным напряжением 
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, действующим согласно модели ЛПД. Первое и второе слагаемые в соотношении (2) – сингулярная и гладкая части решения соответственно. 
При описании зоны предразрушения, возможно исследование трех классов решений [8, 9]:

первый класс решений
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второй класс решений
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третий класс решений
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Подход Нейбера – Новожилова [14, 15] позволяет использовать первый класс решений (3) для сред со структурой, поскольку бесконечные напряжения в вершине фиктивной трещины, см. (2) и (3), не допускаемые континуальными критериями прочности, не противоречат дискретным критериям, если сингулярная составляющая решения имеет интегрируемую особенность. Для упрощения примем, что характерные линейные размеры 
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 первого и второго материалов совпадают (общий случай 
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 достаточно громоздок). Второй класс решений (4) для сред со структурой соответствует классической модели ЛПД. Обсуждение возможности использования третьего класса решений 
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 (5) здесь не рассматривается (при таком ограничении берега трещины-разреза перекрываются). Главное отличие предложенной в [13] модификации заключается в появлении дополнительного параметра, поперечника  зоны предразрушения. Этот параметр позволяет более полно оценить разрушение структуры зоны предразрушения, привлекая информацию о параметрах стандартных 
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 диаграмм материалов. 
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Рис. 4.
Пусть зона предразрушения [8, 9] занимает прямоугольник 
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 со сторонами 
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 и 
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 (рис. 4). Длина зоны предразрушения 
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 определится в процессе решения задачи о разрушении. Поперечник 
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 целесообразно отождествить с поперечником зоны пластичности только материала 1 так, чтобы площадь прямоугольника 
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 соответствовала площади зоны пластичности, ограниченной на рис. 4 кривой 
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. В дальнейшем поперечник 
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 будет вычислен из соотношений нелинейной механики разрушения. Заметим, что в [7] для описания зоны пластичности использованы атомистические представления физики твердого тела и теории дислокаций. В результате этого подхода в зоне пластичности выделен полукруг (ядро) с центром в вершине реальной трещины, внутри которого неприменимы законы ЛМР. Затем численно исследуются характеристики этого ядра в зависимости от физических параметров материалов, в том числе работы адгезии. Так как многие используемые в [7] параметры являются трудно вычислимыми или оцениваются эвристически, то работа [7] представляет лишь возможный подход  качественного описания механизма разрушения. Некоторые фрагменты описываемой здесь модели разрушения наиболее близко представлены в работе [16], но и там изложение не доведено до конечных простых формул, пригодных для инженерных расчетов.  
Итак, будем предполагать, что вне зоны предразрушения 
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 материал деформируется упруго, затем на границе зоны предразрушения материал начинает деформироваться неупруго.  Некоторые точки зоны предразрушения соответствуют неупругому деформированию материала, как правило, при обобщенном напряженном состоянии. На продолжении реальной трещины реализуется чистое растяжение, поэтому можно пользоваться характеристиками классических 
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. В докритическом состоянии материал, расположенный на продолжении реальной трещины в окрестности ее вершины, имеет удлинение 
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, а при критическом состоянии его удлинение совпадает с критическим удлинением, т. е. 
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 на рис. 4. 

Для построения модели расслоения предлагается использовать достаточный критерий для трещины нормального отрыва
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Здесь 
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 – нормальное напряжение на продолжении трещины, 
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[image: image92.wmf]1

t

d

*

 обозначено критическое  раскрытие фиктивной трещины для материала 1; при этом раскрытии разрушается  структура (волокно) материала 1 в вершине 
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 реальной трещины (граничной точке зоны предразрушения). Неравенства (6)–(7) превращаются в равенства при достижении изменяемыми параметрами критических значений. Для применения достаточного дискретно-интегрального критерия (6)–(7) необходимо иметь аналитические выражения нормального напряжения 
[image: image94.wmf](,0)

y

x

s

 на продолжении трещины и функции полураскрытия трещины 
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Начнем с построения выражения для напряжения 
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, используя соотношение (2). Как и в модели ЛПД, сингулярная часть решения в (2) для фиктивной трещины длиной 
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Из справочника [17, стр. 41] выберем выражение для коэффициента 
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 при симметричном нагружении концевых участков трещины постоянными нормальными усилиями 
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Так как при квазихрупком разрушении длина 
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 зоны предразрушения существенно меньше длины 
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 исходной трещины, то с точностью до величин высшего порядка малости относительно величины 
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 и, пользуясь представлением (9), для коэффициента 
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Таким образом, построена сингулярная часть решения, соответствующая выражению (2). Напомним, что здесь исследуется модель расслоения вдоль границы двух материалов, когда один из материалов в окрестности вершины трещины находится в условиях текучести. Для квазихрупкого разрушения 
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. Следовательно, здесь рассматривается первый класс решений (3), который классической моделью ЛПД не описывается. Однако подход Нейбера – Новожилова [14, 15] позволяет в этом случае модифицировать модель ЛПД. В работе [13] предложено  специальным образом сконструированное представление 
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Построение представления (11) опирается на существующее точное решение [1] упругой задачи при 
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Отметим, что так построенная для 
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 аппроксимация (11) напряжения 
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 ту же интегрируемую особенность, что и точное решение (2). Кроме того, для 
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 аппроксимация (11) совпадает с точным решением (12) упругой задачи в предельном случае при 
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Перейдем к построению функции 
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 полураскрытия трещины. В работах [8, 9] для модификации модели ЛПД введен параметр 
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, характеризующий поперечник зоны предразрушения. Для нашей задачи в качестве решения на всей плоскости с двусторонним разрезом, кроме прямоугольника 
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 (рис. 4), выберем  решение, соответствующее ЛМР. В зоне предразрушения, занимающей прямоугольник 
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 решение определим с помощью нелинейной механики разрушения. Условия склейки решений по нормальным напряжениям 
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 зададим следующим образом (знаки плюс или минус указывают на верхнюю или нижнюю стороны разреза и верхнюю или нижнюю стороны прямоугольника):
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Как и в классической модели, эти условия означают, что к берегам разреза в зоне предразрушения приложены напряжения 
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 равные по абсолютной величине и противоположно направленные. Следовательно, на 
[image: image141.wmf]11

se

-

 диаграмме рис. 2 «работает» участок диаграммы, соответствующий 
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. Так как на продолжении реальной трещины нормального отрыва имеют место только растягивающие напряжения, то в зоне предразрушения можно рассматривать растяжение пучка волокон. Толщина этих волокон совпадает с характерным линейным размером 
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 материала 1.

Поперечник зоны предразрушения отождествим с поперечником зоны пластичности [5] материала 1 при плоском напряженном состоянии в вершине реальной трещины
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Соотношение (13) означает, что в условиях текучести находится только материал 1, так как 
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 максимального неупругого удлинения (рис. 2). Критическое раскрытие трещины 
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Для полураскрытия 
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 фиктивной трещины используем в (7) простейшее представление [5] при плоском напряженном состоянии
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в котором учтем лишь первый член разложения. В асимптотическом представлении решения (15) 
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Неравенство (7) для критического значения параметра 
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Используя для коэффициентов 
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где 
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 – критическая полудлина трещины. Отбрасывая в (17) в виду малости слагаемое, содержащее 
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критической длины зоны предразрушения в материале 1.  

Уравнение (18) содержит две неизвестные величины: критическое напряжение 
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 с учетом представления (12) обращается в равенство
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После вычислений, учитывая представление (10), запишем равенство  (19) в виде 
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 и, используя  выражение (18), получим для величины 
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Выражение (20) имеет смысл, если 
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Неравенство (21) является ограничением, которое выполняется только для хрупких и квазихрупких материалов типа керамик и высокопрочных сплавов, оно соответствует существованию первого класса решений (3), когда опущены второстепенные слагаемые порядка 
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Таким образом, получены структурные формулы (18), (20), описывающие критическую длину зоны предразрушения 
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4. ПОСТРОЕНИЕ ДИАГРАММЫ РАЗРУШЕНИЯ КОМПОЗИТА
Для соотношений (18), (20) очевиден предельный переход при 
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Аналитическое выражение (22) для 
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 соответствует представлению решения (11) и зависит от пяти параметров: длины 
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, характеризующего в зоне предразрушения отношение неупругих и упругих относительных удлинений материала 1. Какие-либо прочностные характеристики материала 2 здесь не используются. 
Поскольку представления решений (11), (12) содержат сингулярную и гладкую части решений при наличии трещин, естественно получить оценки предельных случаев при 
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и означают следующее. Когда трещина отсутствует 
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 с учетом поврежденности материала как для достаточного, так и для необходимого критериев прочности (23). Для необходимого критерия прочности (23) для длинных трещин 
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 прочность тела прямо пропорциональна напряжениям 
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 с учетом поврежденности материала и характерному линейному размеру 
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 первого материала, но обратно пропорциональна корню квадратному из длины 
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 трещины  в структурированном материале. Для достаточного критерия прочности (24) по сравнению с необходимым критерием (23) для длинных трещин 
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 появляется множитель, связанный со свойствами материала 1 зоны предразрушения при неупругом деформировании. Полученные предельные соотношения и оценки (23), (24) позволяют утверждать: кривые разрушения, соответствующие необходимому (22) и достаточному (20) критериям, обладают некоторой универсальностью при описании процесса разрушения.
Система находится в докритическом состоянии, если в достаточном критерии (6)–(7) в первом соотношении (6) выполняется равенство, а во втором соотношении (7) реализуется строгое неравенство. При постепенном догружении системы в интервале нагрузок 
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 имеет место устойчивый рост длины фиктивной трещины, когда 
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. То есть первое соотношение в достаточном критерии (6)–(7) контролирует продвижение вершины фиктивной трещины.

Если в обоих соотношениях (6) и (7) реализуются равенства, то система переходит в критическое состояние. Ближайшая структура к середине трещины разрушается, поскольку 
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. Соотношение (7) в достаточном критерии (6)–(7) контролирует обрыв силовых связей в структуре зоны предразрушения, эта структура включает вершину реальной трещины. Таким образом, критические нагрузки 
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 по необходимому и соответственно достаточному критериям разрушения суть нижняя и верхняя оценки критических нагрузок рассматриваемой нелинейной системы. 
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Рис. 5.

На рис. 5 для 
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 изображены три кривые разрушения в двойных логарифмических координатах. Кривая 1 построена по необходимому критерию (22), кривая 2 построена по достаточному критерию (20). Кривые 1 и 2 представляют оценочную диаграмму разрушения, которая на плоскости 
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 описывает состояние исходной нелинейной системы. Первый квадрант этой плоскости разбивается кривыми 1 и 2 на три области: область I расположена левее и ниже кривой 1, область II заключена между кривыми 1 и 2, область III расположена правее и выше кривой 2. В первой области длина исходной трещины не меняется (трещина устойчива), во второй области длина исходной трещины увеличивается на длину зоны предразрушения (трещина подрастает, оставаясь устойчивой), в третьей длина исходной трещины увеличивается катастрофически (трещина неустойчива). Пунктирная кривая 3 рис. 5 построена по формуле 
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отличающейся от формулы (20) лишь числовым коэффициентом. Формула (25) описывает зависимость критической нагрузки 
[image: image226.wmf]T

s

*

¥

,  вычисленной по достаточному критерию разрушения, когда прочностные характеристики материалов 1 и 2 полностью совпадают (в том числе 
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). В этом случае [13] область устойчивого роста трещины (область между кривыми 1 и 3) почти вдвое больше аналогичной области (между кривыми 1 и 2) для композита. Следовательно, можно сделать вывод, что при соединении слабого материала с более прочным имеет место охрупчивание на границе раздела сред (увеличивается область неустойчивого роста трещины).  
5. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ. ВЫВОДЫ 

Для расчета разрушения композиционных материалов использована модификация модели ЛПД. Выявлено охрупчивание при разрушении путем расслоения, причем зона предразрушения расположена в слабейшем материале, а разрушение происходит по границе раздела двух материалов. Предложенная оценочная диаграмма разрушения может оказаться полезной при исследовании деформирования и разрушения композитов. Например, при ремонте трубопроводов описанная выше возможность охрупчивания позволяет рекомендовать следующее: прочностные характеристики материала ввариваемого нового участка трубы должны приближаться к характеристикам материала старой трубы. 
Общепринятая точка зрения о том, что ЛМР не описывает разрушение тел с очень короткими трещинами, вероятно, не соответствует действительности, если в рамках ЛМР использовать решения типа (11), (12), в которых кроме сингулярных присутствуют еще и гладкие части решений. 

Для экспериментальной проверки предлагаемых структурных формул (20), (22) было бы желательно провести натурные эксперименты по квазихрупкому разрушению композиционных материалов со структурой. Кроме получения 
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 материала 1 желательно выполнить эксперименты по разрушению в широком диапазоне изменения безразмерных длин 
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 трещин. Полученные в натурных экспериментах критические напряжения 
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) трещин позволят проверить в двойных логарифмических координатах работоспособность предлагаемых структурных формул (20), (22). 
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