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В работе представлены одномерные краевые задачи для нелинейного параболического уравнения. Сделано обобщение результатов авторов, полученных ранее. Представлены и верифицированы новые точные решения в виде кратных степенных рядов, а также численные решения с помощью метода граничных элементов (МГЭ).
Уравнение типа нелинейной фильтрации в случае степенной зависимости коэффициента фильтрации от плотности имеет вид [1]
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 ( вектор пространственных координат. Это же уравнение описывает распространение тепла в пространстве, поэтому иногда в литературе называется «уравнением нелинейной теплопроводности» [2]. 
В случае, когда искомая функция зависит только от одной пространственной координаты, уравнение (1) приводится к виду 
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 ( пространственная координата; константа 
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 принимает значения 0,1,2 в случаях плоской, цилиндрической и сферической симметрии соответственно.

Для уравнения (2) рассматриваются следующие краевые условия
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Можно видеть, что при краевых условиях (3) в момент времени 
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 в уравнении (2) коэффициент перед старшей производной обращается в нуль, вследствие чего тип уравнения (который, вообще говоря, является параболическим) вырождается. Наличие указанной особенности приводит к тому, что решение задачи (2), (3) может иметь вид волны фильтрации (тепловой волны [1, 2]), распространяющейся по невозмущенному фону с конечной скоростью.
Для задачи (2), (3) построено новое точное решение в виде сходящегося кратного степенного ряда вида
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Из краевых условий имеем, что 
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 ,
причем выбор знака перед корнем определяет направление движения волны фильтрации (внутрь области, ограниченной поверхностью 
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, или наружу). Последующие коэффициенты ряда (4), сумма индексов которых 
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 одинакова, определяются индукцией по 
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 при решении трехдиагональных систем линейных алгебраических уравнений, размерность которых с увеличением 
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 неограниченно возрастает. Сходимость рядов (4) доказывается методом мажорант. Показано, что построенное точное решение задачи (2) ( (3) имеет вид волны фильтрации (см. выше).
Различные варианты задачи (2) ( (3) ранее встречались в литературе [1, 2], однако в данной постановке, насколько известно авторам, она впервые рассмотрена в [3] (см. также [4]) для случая 
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. Таким образом, настоящее исследование обобщает ранее полученные результаты авторов.
Численные решения МГЭ для 
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 представлены в работе [4]. Алгоритмы решения МГЭ задачи (2)-(3) для случаев 
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 представлены в [6, 7]. В данной работе построены аналогичные алгоритмы решения при 
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[image: image24.wmf]. 
Построенные в работе точные и численные решения при различных краевых режимах сравниваются друг с другом и с другими точными решениями. На рис. 1 показано сравнение решения в виде отрезка степенного ряда (до 4 степени включительно) и решения методом граничных элементов при 
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. На рис. 2. решение методом граничных элементов при 
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 сравнивается с точным решением
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Рис. 1. Сравнение решений МГЭ и в виде ряда
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Рис. 2. Сравнение решения МГЭ с точным решением (4)

Результаты сравнений показывают близость рассмотренных решений, а следовательно, эффективность построенных граничноэлементных алгоритмов.

Работа выполнена при частичной поддержке Программы президиума РАН № 15, проект № 12-П-1-1025.
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						1.73292101		1.59977650		1.46962281		1.34233778		1.21780347		1.09590621		0.97653656		0.85958936		0.74496365		0.63256278		0.52229429		0.41407001		0.30780601		0.20342259		0.10084431		0.00000000

						2.12380966		1.98461081		1.84844907		1.71520972		1.58478152		1.45705674		1.33193115		1.20930402		1.08907813		0.97115973		0.85545862		0.74188806		0.63036484		0.52080922		0.41314498		0.30729941		0.20320329		0.10079089		-0.00000000

						2.52580430		2.38085842		2.23897636		2.10005076		1.96397714		1.83065397		1.69998263		1.57186740		1.44621552		1.32293711		1.20194522		1.08315582		0.96648782		0.85186301		0.73920613		0.62844481		0.51950964		0.41233409		0.30685457		0.20301040		0.10074383		0.00000000

						2.93769547		2.78730530		2.63998983		2.49564873		2.35418413		2.21550061		2.07950521		1.94610743		1.81521922		1.68675502		1.56063169		1.43676857		1.31508745		1.19551259		1.07797070		0.96239095		0.84870497		0.73684686		0.62675315		0.51836286		0.41161745		0.30646085		0.20283943		0.10070205		-0.00000000

						3.35842346		3.20288204		3.05041356		2.90092433		2.75432272		2.61051920		2.46942634		2.33095878		2.19503328		2.06156865		1.93048583		1.80170784		1.67515978		1.55076884		1.42846431		1.30817758		1.18984210		1.07339345		0.95876927		0.84590929		0.73475537		0.62525140		0.51734342		0.41097952		0.30610990		0.20268684		0.10066471		0.00000000

						3.78706055		3.62664812		3.46929690		3.31491933		3.16342967		3.01474395		2.86878000		2.72545745		2.58469772		2.44642402		2.31056134		2.17703649		2.04577805		1.91671639		1.78978370		1.66491394		1.54204286		1.42110802		1.30204875		1.18480619		1.06932328		0.95554472		0.84341704		0.73288853		0.62390930		0.51643123		0.41040801		0.30579511		0.20254981		0.10063115		-0.00000000
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Диаграмма2

		1		1		1		1

		1.0086505676		1.0086505676		1.0086505676		1.0086505676

		1.0173011352		1.0173011352		1.0173011352		1.0173011352

		1.0259517028		1.0259517028		1.0259517028		1.0259517028

		1.0346022704		1.0346022704		1.0346022704		1.0346022704

		1.043252838		1.043252838		1.043252838		1.043252838

		1.0519034056		1.0519034056		1.0519034056		1.0519034056

		1.0605539732		1.0605539732		1.0605539732		1.0605539732

		1.0692045408		1.0692045408		1.0692045408		1.0692045408

		1.0778551084		1.0778551084		1.0778551084		1.0778551084

		1.086505676		1.086505676		1.086505676		1.086505676

		1.0951562436		1.0951562436		1.0951562436		1.0951562436

				1.1038068112				1.1038068112

				1.1124573788				1.1124573788

				1.1211079464				1.1211079464

				1.129758514				1.129758514

				1.1384090816				1.1384090816

				1.1470596492				1.1470596492

				1.1557102168				1.1557102168

				1.1643607844				1.1643607844

				1.173011352				1.173011352

				1.1816619196				1.1816619196

				1.1903124872				1.1903124872

				1.1989630548				1.1989630548

				1.2076136224				1.2076136224

				1.21626419				1.21626419

				1.2249147576				1.2249147576

				1.2335653252				1.2335653252

				1.2422158928				1.2422158928

				1.2508664604				1.2508664604

				1.259517028



МГЭ, t=0.2

МГЭ, t=1

точное, t=0.2

точное, t=1

r

u

0.0987099517

0.0917506799
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		R=		1				u(r)=-r^2/(C1+mu*t)+C1^(k-1)*R^2/(C1+mu*t)^k										фронт		r(t)=R*(1+mu*t/C1)^(1/(2*sigma+2))

		R1=		1.259517028				C1=1

		h_r=		0.0086505676

				t           r		1		1.0086505676		1.0173011352		1.0259517028		1.0346022704		1.043252838		1.0519034056		1.0605539732		1.0692045408		1.0778551084		1.086505676		1.0951562436		1.1038068112		1.1124573788		1.1211079464		1.129758514		1.1384090816		1.1470596492		1.1557102168		1.1643607844		1.173011352		1.1816619196		1.1903124872		1.1989630548		1.2076136224		1.21626419		1.2249147576		1.2335653252		1.2422158928		1.2508664604		1.259517028

				0.1		7.56E-02		6.39E-02		5.20E-02		4.01E-02		2.81E-02		1.61E-02		4.11E-03		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

				0.2		9.87E-02		9.01E-02		8.13E-02		7.25E-02		6.36E-02		5.47E-02		4.57E-02		3.66E-02		2.75E-02		1.83E-02		9.03E-03		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

				0.3		0.1060097216		9.92E-02		9.23E-02		8.53E-02		7.83E-02		7.12E-02		6.41E-02		5.69E-02		4.96E-02		4.23E-02		3.49E-02		2.75E-02		2.01E-02		1.25E-02		5.01E-03		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

				0.4		0.1074275245		0.1017723502		9.61E-02		9.03E-02		8.45E-02		7.87E-02		7.28E-02		6.68E-02		6.08E-02		5.48E-02		4.87E-02		4.25E-02		3.63E-02		3.01E-02		2.38E-02		1.75E-02		1.11E-02		4.72E-03		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

				0.5		0.1064078451		0.1015874072		9.67E-02		9.18E-02		8.69E-02		8.19E-02		7.69E-02		7.18E-02		6.67E-02		6.15E-02		5.63E-02		5.11E-02		4.58E-02		4.05E-02		3.51E-02		2.97E-02		2.43E-02		1.88E-02		1.33E-02		7.72E-03		2.14E-03		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

				0.6		0.1042260352		0.1000315079		9.58E-02		9.15E-02		8.72E-02		8.29E-02		7.85E-02		7.41E-02		6.96E-02		6.51E-02		6.06E-02		5.61E-02		5.15E-02		4.68E-02		4.21E-02		3.74E-02		3.27E-02		2.79E-02		2.31E-02		1.83E-02		1.34E-02		8.46E-03		3.52E-03		0		0		0		0		0		0		0		0

				0.7		0.1016909933		9.80E-02		9.42E-02		9.04E-02		8.66E-02		8.28E-02		7.89E-02		7.50E-02		7.10E-02		6.70E-02		6.30E-02		5.90E-02		5.49E-02		5.08E-02		4.67E-02		4.25E-02		3.83E-02		3.40E-02		2.98E-02		2.55E-02		2.12E-02		1.68E-02		1.24E-02		7.98E-03		3.54E-03		0		0		0		0		0		0

				0.8		9.87E-02		9.54E-02		9.21E-02		8.88E-02		8.54E-02		8.19E-02		7.85E-02		7.50E-02		7.14E-02		6.79E-02		6.43E-02		6.06E-02		5.70E-02		5.33E-02		4.96E-02		4.58E-02		4.20E-02		3.82E-02		3.44E-02		3.06E-02		2.67E-02		2.27E-02		1.88E-02		1.48E-02		1.08E-02		6.81E-03		2.76E-03		0		0		0		0

				0.9		9.58E-02		9.29E-02		9.00E-02		8.69E-02		8.39E-02		8.08E-02		7.76E-02		7.45E-02		7.12E-02		6.80E-02		6.48E-02		6.15E-02		5.81E-02		5.48E-02		5.14E-02		4.80E-02		4.46E-02		4.12E-02		3.77E-02		3.42E-02		3.06E-02		2.71E-02		2.35E-02		1.99E-02		1.63E-02		1.26E-02		8.94E-03		5.24E-03		1.52E-03		0		0

				1		9.18E-02		8.95E-02		8.71E-02		8.45E-02		8.19E-02		7.91E-02		7.64E-02		7.35E-02		7.06E-02		6.77E-02		6.47E-02		6.17E-02		5.87E-02		5.57E-02		5.26E-02		4.95E-02		4.63E-02		4.32E-02		4.00E-02		3.68E-02		3.36E-02		3.03E-02		2.70E-02		2.37E-02		2.04E-02		1.71E-02		1.37E-02		1.03E-02		6.88E-03		3.45E-03		0

						7.36E-02		6.22E-02		5.08E-02		3.93E-02		2.76E-02		1.59E-02		4.09E-03		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

						9.63E-02		8.79E-02		7.94E-02		7.08E-02		6.22E-02		5.35E-02		4.48E-02		3.59E-02		2.70E-02		1.80E-02		8.95E-03		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

						0.1037782433		9.71E-02		9.04E-02		8.36E-02		7.67E-02		6.98E-02		6.28E-02		5.58E-02		4.87E-02		4.16E-02		3.44E-02		2.71E-02		1.98E-02		1.24E-02		4.98E-03		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

						0.1054657889		9.99E-02		9.43E-02		8.87E-02		8.30E-02		7.73E-02		7.15E-02		6.56E-02		5.98E-02		5.38E-02		4.79E-02		4.18E-02		3.58E-02		2.96E-02		2.35E-02		1.73E-02		1.10E-02		4.70E-03		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

						0.1046679751		9.99E-02		9.51E-02		9.03E-02		8.55E-02		8.06E-02		7.56E-02		7.06E-02		6.56E-02		6.05E-02		5.54E-02		5.03E-02		4.51E-02		3.99E-02		3.46E-02		2.93E-02		2.39E-02		1.86E-02		1.31E-02		7.65E-03		2.13E-03		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

						0.102754553		9.86E-02		9.44E-02		9.02E-02		8.60E-02		8.17E-02		7.74E-02		7.30E-02		6.87E-02		6.42E-02		5.98E-02		5.53E-02		5.08E-02		4.62E-02		4.16E-02		3.70E-02		3.23E-02		2.76E-02		2.28E-02		1.81E-02		1.32E-02		8.39E-03		3.51E-03		0		0		0		0		0		0		0		0

						0.1003519349		9.67E-02		9.30E-02		8.92E-02		8.55E-02		8.17E-02		7.79E-02		7.40E-02		7.01E-02		6.62E-02		6.22E-02		5.82E-02		5.42E-02		5.02E-02		4.61E-02		4.20E-02		3.78E-02		3.36E-02		2.94E-02		2.52E-02		2.09E-02		1.66E-02		1.23E-02		7.92E-03		3.52E-03		0		0		0		0		0		0

						9.78E-02		9.45E-02		9.11E-02		8.78E-02		8.44E-02		8.10E-02		7.75E-02		7.41E-02		7.06E-02		6.70E-02		6.35E-02		5.99E-02		5.63E-02		5.27E-02		4.90E-02		4.53E-02		4.16E-02		3.78E-02		3.40E-02		3.02E-02		2.64E-02		2.25E-02		1.86E-02		1.47E-02		1.07E-02		6.76E-03		2.75E-03		0		0		0		0

						9.52E-02		9.22E-02		8.91E-02		8.61E-02		8.30E-02		7.99E-02		7.68E-02		7.36E-02		7.05E-02		6.73E-02		6.40E-02		6.08E-02		5.75E-02		5.42E-02		5.09E-02		4.75E-02		4.41E-02		4.07E-02		3.73E-02		3.38E-02		3.03E-02		2.68E-02		2.33E-02		1.97E-02		1.61E-02		1.25E-02		8.87E-03		5.21E-03		1.51E-03		0		0

						9.26E-02		8.98E-02		8.71E-02		8.43E-02		8.15E-02		7.86E-02		7.58E-02		7.29E-02		7.00E-02		6.70E-02		6.41E-02		6.11E-02		5.81E-02		5.51E-02		5.20E-02		4.90E-02		4.59E-02		4.27E-02		3.96E-02		3.64E-02		3.32E-02		3.00E-02		2.68E-02		2.35E-02		2.02E-02		1.69E-02		1.36E-02		1.02E-02		6.83E-03		3.43E-03		0
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