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Рассмотрим механическую систему, осуществляющую трехосное растяжение единичного элементарного куба 4, посредством трех стержней 1, 2 и 3. Кубический элемент 4 выполнен из упруго пластического материала. Стержни линейно упругие, их жесткость при растяжении равна 
[image: image33.png]


. Три грани куба присоединены цилиндрическими шарнирами  к жестким стенкам, к другим трем граням такими же шарнирами присоединены упругие стержни таким образом, что куб при деформировании может принимать только форму прямоугольного параллелепипеда. Стержень 1 передает на образец 4 растягивающую нагрузку, определяемую задаваемым свободному концу данного стержня  перемещения 
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. Стержни 2 и 3, свободным концам которых задаются продольные перемещения 
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соответственно, также передают растягивающую нагрузку на кубический образец. 


Кубический образец 4 имеет такую геометрию, что  удлинения граней по величине равны деформациям растяжения 
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. По граням куба действуют параллельные равномерно распределенные усилия, равнодействующие которых есть величины 
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, определяемые так же элементарной теорией напряжений. Нагружение системы происходит при постоянной температуре и столь медленно, что возможно пренебречь динамическими эффектами. На рисунке показана схема крепления и нагружения.     


Свойства материала кубического образца 4 при трехосном растяжении заданы в общем случае выпукло-вогнутым потенциалом:
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Этот потенциал описывает состояния материала образца на всех стадиях его деформирования (устойчивых и неустойчивых). Таким образом, учитывается как состояние упрочнения материала, так и состояние разупрочнения. Требуется найти характеристики всех устойчивых положений равновесия данной  механической системы.

При жестком нагружении состояние механической системы описывает потенциальная функция 
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где первая группа слагаемых - это энергия упругих деформаций линейно упругих стержней, второе слагаемое – потенциал напряжений. Здесь 
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- модуль Юнга, 
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 - коэффициент Пуассона. Параметры  
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 играют роль параметров управления системой, а параметры  
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  - параметров состояния системы.


Положения равновесия данной механической системы определяются из решения уравнений 
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т.е. параметры равновесия являются критическими точками потенциальной функции  
[image: image13.wmf]W

. Здесь запятой обозначены частные производные по соответствующим параметрам состояния.  Далее запишем получившуюся систему уравнений в векторно-матричной форме: 
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где
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Далее к полученному векторному уравнению применим метод простой итерации и выясним его механический смысл применительно к поставленной задаче.  Для упруго пластического материала  справедливо разбиение полной деформации 
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 на пластическую 
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 и упругую (
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) составляющие. Далее для упруго пластического материала выписываем определяющее соотношение 
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,  здесь 
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 - матрица модулей упругости. Для определения пластической деформации  используем инкрементальный закон пластичности
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где  
[image: image23.wmf]p
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 - матрица инкрементальных жесткостей с компонентами 
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Теперь уравнение (2) для случая упругопластического материала принимает вид
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Далее в уравнение (3) подставляем инкрементальный закон пластичности  и преобразуем получившееся уравнение к следующему виду:
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Обозначим 
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. Тогда получаем операторное уравнение 
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для решения которого  применяем метод простой итерации, а именно, 
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На основе полученной итерационной схемы достаточно легко устанавливается механический смысл метода простой итерации в данной задаче. Он заключается в корректировке основного упругого решения решениями корректирующей задачи по определению напряжений при наличии остаточных деформаций.


Известно, что метод сходится, если в условии сходимости константа Липшица 
[image: image30.wmf]q

 будет меньше единицы. Тогда реализуется принцип сжимающих отображений. Величина этой константы определяется производной по Фреше оператора 
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. Имеем:
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Метод расходится, когда вырождается матрица Гессе потенциальной функции системы. Таким образом, в тот момент, когда начинает расходиться построенный итерационный метод, система теряет свою устойчивость.
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